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تمرین سری اول : آمار! 

، نامشخص است. برای تخمین  سکه را  بار پرتاب کردەایم که در نتیجە  بار شیر  ١)  یک سکه داریم که احتمال شیر آمدن آن، 
آمده است. برآوردگر بیش ترین درست نمایی (MLE) برای تخمین  را به دست آورید و اریبی و واریانس آن را محاسبه کنید. 

٢)  توزیع بتا خانوادەای از توزیع های احتمال پیوسته بر بازەی  است که با دو پارامتر مثبت  مشخص می شوند و تابع چگالی 
آن ها به صورت   است. اگر در مسالەی قبل از روی کرد بیزی استفاده کنیم و توزیع پیشین  را توزیع بتا با 

پارامترهای  در نظری بگیریم، توزیع پسین را محاسبه کنید. برآوردگر بیش ترین احتمال پسین (MAP) را به دست آورید و 
دربارەی معنی و اثر پارامترها و نیز تعداد آزمایش ها توضیح دهید. 

ها است. برآوردگر  ها با مشاهدەی   ٣)  در مسالەی برآورد هم زمان برای  داریم   و هدف تخمین 
بیش ترین درست نمایی برابر است با  و برآوردگر جیمز‐استاین با فرض   به صورت   تعریف 

می شود. 

     الف) نشان دهید برای هر برآوردگر دل خواه  داریم   
      ب) به کمک انتگرال گیری جزء به جزء نشان دهید   

      پ) نشان دهید    و نتیجه بگیرید که برای  برآوردگر جیمز‐استاین با محک 
…….. میانگین مربع خطا همواره از برآوردگر بیش ترین درست نمایی بهتر عمل می کند. 

۴)  فرض کنید  و   بردار تصادفی در فضای  باشد 

ها گاوسی با میانگین صفر و واریانس برابر باشند توزیع  شعاعی است (یعنی با دوران تغییر نمی کند)      الف) نشان دهید اگر  
ها توزیع گاوسی با میانگین صفر و واریانس برابر دارند.      ب) نشان دهید اگر توزیع  شعاعی و مولفەهای آن از هم مستقل  باشند، 
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۵)  در مسالەی رگرسیون خطی با  داده مشاهده شده و  متغیر کمکی (covariate)، فرض کنید  ماتریس متغیرهای کمکی 
مشاهده شده،  بردار متغیرهای پاسخ مشاهده شده و  بردار ضرایب رگرسیون باشد. طبق مدل احتمالاتی رگرسیون داریم 

، ماتریس  رتبەی کامل داشته باشد و  تخمین گر بیش ترین درست نمایی باشد و  . اگر     که 
 ، قرار دهیم  

 .      الف) نشان دهید 
 .       ب) نشان دهید 

      پ) از دو قسمت قبل دربارەی خطای آموزش و بیش برازش چه می فهمیم؟ 

۶)  فرض کنید ماتریس  و بردار  با اندازەهای  و  داده شدەاند. نشان دهید برای هر عدد مثبت   عدد مثبت   وجود 
دارد که جواب مسالەی   با جواب مسالەی  برابر است. 

، برابر با ماتریس همانی شده است!  اگر   تخمین گر  ٧)  فرض کنید در یک مسالەی رگرسیون خطی ماتریس کواریانس تجربی، 
کم ترین مربعات برای مسالەی رگرسیون باشد نشان دهید تخمین ها با اضافه کردن منظم سازی به صورت های زیر تغییر می کنند: 

  : (Best Subset) الف) برای رگرسیون بهترین زیر مجموعه     
  : (Ridge) ب) برای رگرسیون ستیغی      

  : (Lasso) پ) برای رگرسیون لاسو      
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TABLE 3.4. Estimators of βj in the case of orthonormal columns of X. M and λ
are constants chosen by the corresponding techniques; sign denotes the sign of its
argument (±1), and x+ denotes “positive part” of x. Below the table, estimators
are shown by broken red lines. The 45◦ line in gray shows the unrestricted estimate
for reference.

Estimator Formula

Best subset (size M) β̂j · I[rank(|β̂j | ≤ M)

Ridge β̂j/(1 + λ)

Lasso sign(β̂j)(|β̂j |− λ)+
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FIGURE 3.11. Estimation picture for the lasso (left) and ridge regression
(right). Shown are contours of the error and constraint functions. The solid blue
areas are the constraint regions |β1| + |β2| ≤ t and β2

1 + β2
2 ≤ t2, respectively,

while the red ellipses are the contours of the least squares error function.
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٨)  از تعدادی مهندس خواسته شده که محیط یک بیضی را اندازه بگیرند و تخمین های   به دست آمده است. تخمین ها 
. چون مهندس ها از ابزارهای مختلفی  مستقل از هم و نااریب هستند. فرض کنید مقدار واقعی محیط برابر   باشد و 

ها لزوما با هم برابر نیستند و مقدارشان هم نامشخص است. هدف به دست آوردن تخمین تا جای ممکن بهتری  استفاده می کنند 
برای  است. 

ها را بدانیم چه تخمین گری برای  پیشنهاد می کنید؟ چرا؟       الف) اگر 
      ب) تابع درست نمایی را بنویسید و برای به دست آوردن برآوردگر بیش ترین درست نمایی تلاش کنید. 

 . ها مستقل اند و        پ) به روش بیزی عمل کنید:   را معکوس  بگیرید. در توزیع پیشین فرض کنید  و 
……… (تابع چگالی توزیع گاما به شکل  است) هم چنین توزیع پیشین  را گاوسی با میانگین صفر و واریانس 

……… بی نهایت (واریانسی که به بی نهایت میل می کند) بگیرید. توزیع پسین را محاسبه کنید و برآوردگر بیشترین احتمال پسین را به 
……… دست آورید. 

ها را با یک مدل  ٩)  یک تابع غیرخطی مناسب مانند    بر بازەی   و تعدادی نقطه    در این بازه انتخاب کنید. 
ها مستقل از هم و گاوسی با میانگین صفر و واریانس  هستند.  ها می سازیم:    که  رگرسیونی ساده از روی 

     الف) برای  بهترین چندجملەای  از درجەی   را به دادەها برازش کنید. 
      ب) برای  بهترین چندجملەای مثلثاتی  از درجەی   را به دادەها برازش کنید. 

، در هر        پ) با تکرار قسمت های الف و ب به تعداد زیاد،  را تخمین بزنید. و دو نمودار خطا بر حسب درجه، 
……… حالت رسم کنید. 

١٠)  (؟؟؟) رگرسیون چندگانه، سیتغی، لاسو، بهترین زیرمجموعه برای یک دادەی واقعی!
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داریم i هر برای که هستند مستقل متغیرهایی X1, · · · , Xn کنید فرض ه.

Pθ(Xi ≤ x) = xtiθ, x ∈ (0, 1)

پیدا T بعدی یک بسنده  آماره ی یک می باشند. مثبت ثابت هایی t1, · · · , tn و است مجهول پارامتر θ این جا در که
کنید.

بیضی! آمار . ۶
به x1, x2, · · · , xN تخمین های و بگیرند اندازه را شده داده بیضی یک محیط که شده خواسته مهندس تعدادی از
باشد، بیضی محیط واقعی مقدار µ اگر می کنیم فرض و هستند نااریب و هم از مستقل تخمین ها این است. آمده دست
دقت های می کنند، استفاده اندازه گیری برای متفاوتی روش های و ابزارها از مهندس ها که آن جا از .xi ∼ N (µ, σ2

i )

نمی دانیم. نیز را مقدارشان البته و نیستند برابر لزوما σiها و دارند متفاوتی
آوریم. دست به µ از بهتری ممکن جای تا تخمین داده ها این کمک به که است این ما هدف

چرا؟ می کردید؟ پیشنهاد µ برای تخمین گری چه دانستیم، می را σiها اگر آ.

کنید. تلاش درست نمایی بیش ترین تخمین گر اوردن دست به برای و کنید محاسبه را درست نمایی تابع ب.

و هستند مستقل ها λi و µ کنید فرض پیشین توزیع در بگیرید. نظر در σ2
i معکوس را λi کنید: استنباط بیزی روی کرد با ج.

گاوسی µ پیشین توزیع هم چنین است.) g(λ) =
ba

Γ(a)
λa−1e−bλ با برابر گاما توزیع چگالی (تابع .λi ∼ Γ(a, b)

و کنید محاسبه را پسین توزیع بگیرید. می کند) میل بی نهایت به که (واریانسی بی نهایت واریانس و صفر میانگین با
کنید. پیدا را (MAP) پسین توزیع بیشترین برآوردگر کنید تلاش

کنید. پیدا را P(x|µ) کنید سعی P(λ|µ, x) = P(λ|µ)P(x|λ, µ)
P(x|µ) فرمول به توجه با راه نمایی:

٣

Y ⇠ X1, · · · , Xp

Y ⇠ X1, · · · , Xp


